“~ Apéndice A

DEMOSTRACIONES DE TEOREMAS SELECCIONADOS

En este apéndice proporcionamos las demostraciones de teoremas seleccionados en el cuer-
po del texto. Se presentan resultados que no se demostraron en el desarrollo de los temas
por diversas razones.

Los primeros resultados requieren la definicion formal de limite (e—0), que no se anali-
z6 sino hasta la seccion 1.6. En vista de lo que hicimos en esa seccion, ahora estamos en
condiciones de demostrar tales resultados. El primero de ellos se refiere a nuestras reglas de
rutina para calcular limites y aparecié como el teorema 3.1 en la seccion 1.3.

TEOREMA A.1

Supongamos que tanto lxgr[} f(x) como £1_r)ral g(x) existen y que ¢ es cualquier constante.
Entonces lo siguiente es verdadero:

() lim [e - f)] = ¢ - lim f(x),
(ii) 1fm [f(0) + )] = lim /()  lim g(v),
(iii) 1im [/ - @] = [lim £ [lim g()] y

e ) lm e
(iv) Ll_f}g% = w (si }Cl_l}al g(x) #0).

DEMOSTRACION

(i) Puesto que }(19} f(x) = L,, sabemos por la definicion precisa de limite que, dado cualquier
numero £; > 0, hay un nimero &; > 0 para el cual

|f(x) = Ly| < €1, siempre que 0 < |x —al| < d;. (A.1)

Para demostrar que lcl_r)ral [ef(x)] = c}ci_r)lalf(x), debemos demostrar que podemos hacer
que ¢f(x) esté tan cerca de cL; como se desee. En primer lugar, note que

lcf(x) — cLy| = cllf(x) — Lyl

Ya sabemos que es posible hacer que |[f(x) — L] sea tan pequefio como se desee. Especifica-
mente, dado cualquier nimero £, > 0, hay un numero &, > 0 para el cual

lef(x) — cLy| = |c||f(x) — Ly| < |cl|ey, siempre que O < |x —a| < &;.
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Si tomamos ¢; = % y 0 = 61, obtenemos

3 .
lef(x) — cLy|< |cler = |c|ﬁ = ¢, siempre que 0 < [x — a|< d.
c

Lo anterior indica que }gg [¢f(x)] = cL;, como se deseaba.
(ii) Del mismo modo, dado que !cl_r)ll} g(x) = L,, sabemos que, dado cualquier numero &,

> 0, hay un nimero &, > 0 para el cual

|g(x) — Ly| < &3, siempre que 0 < |x —al| < ;. (A2)
Ahora, para verificar que

lim [ f(x) + g(0)] = Ly + Lo,
debemos demostrar que, dado cualquier numero € > 0, hay un numero 6 > 0 tal que
[[f(x) + g0)] — (L1 + Ly)| < &, siempre que 0 < |[x —a| < &
Observe que  [[f(x) + g(x)] — (L1 + Lo)| = |[[f(x) — L1] + [g(x) — Lo]]|
<) = Lil + |g(o) — Lal, (A.3)

debido a la desigualdad del triangulo. Por supuesto, los dos términos en el lado derecho de
(A.3) se pueden hacer arbitrariamente pequenos, a partir de (A.1) y (A.2). En particular, si

€ .
tomamos ¢, = &, = 5, entonces siempre y cuando
O<|x—al<dé, y O0<|x—al<dy

obtenemos de (A.1), (A.2)y (A.3) que

[Lf() + g0)]=(L1 + Lo)| < |f(x) = Li| + [g(x) — Lo
£

<-4+ —-=¢,
2

como se deseaba. Esto ocurrira si tomamos
0 < |x —a| < 6 =min[ 61,6,],

donde 6 = min{d;, 6,} significa simplemente que 6 es el menor entre 6; y . (Reconozca
que, si 0 < |x —a| < 6§ = min{d,, 6}, entonces 0 < [x —a| < 6; ¥ 0 < |x —a| < &7).

(iii) En este caso, debemos demostrar que, para cualquier € > 0 dado, podemos encon-
trar un 6 > 0, tal que

lf(x)g(x) — LiL,| < &, siempre que 0 < |x —a| < 6.

Entonces, el objeto es hacer |f(x)g(x) — LiL,| tan pequeno como sea necesario. Note que
tenemos

|f(0)g(x) = LiLo| = |f(x)g(x) — g(x)Ly + g(x)L1 — L Ly|
= |[f(x) = Lilg(x) + Li[g(x) — L.]|
< |f(x) = Lillg@) | + |Lillg(x) — Lo, (A4)

por la desigualdad del triangulo. Ahora, note que podemos hacer que |f(x) — L{| y |g(x) —
L,| sean tan pequenos como deseemos. Si hacemos que ambos términos en (A.4) sean me-

€ , .
nores que z, entonces la suma sera menor que &, como se deseaba. En particular, sabemos
que hay un numero 6, > 0, tal que

lg(x) — Ly|< ﬁ, siempre que 0 < |x — a| < 2,
1
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suponiendo que L; # 0, de modo que

€ €
L - L<|Li|lzm—==
ILillg) = Lal< Il =
Si L, = 0, entonces [Li]|g(x) — Lo|=0 < g

Por lo que, sin importar el valor de L, tenemos que
|Li]|g(x) — Lo|< %’ siempre que 0 < |x — a|< 8. (A.5)

Observe que el primer término en (A.4) es un poco mas complicado, dado que también
debemos estimar el tamano de |g(x)|. Note que

lgC0)| = [g(x) = Lo + Lo| < |g(x) — Lof + | La]. (A.0)
Como £§I} g(x) = L,, hay un numero &; > 0, tal que

lg(x) — Ly| < 1,siempre que 0 < |x — a| < J5.
A partir de (A.6), ahora tenemos que

lg(0)| < 1g(x) = Lo| + | Lo| < 1+ [Lo|.
De regreso al primer término en (A.4), tenemos que, para 0 < |x — a| < 683,
[/ () = Lillg() | < [f(x) = Ll + | La)). (A7)

Ahora, puesto que 1}_{1{} f(x) = Ly, dado cualquier £ > 0, hay un numero 6, > 0 tal que, para

0<|x—al <6,

€
| fC) — Ly < 20 1L

Entonces, a partir de (A.7), tenemos

[f() = Lallgo) | < 1f(x) = La|(1 + | Lal)

&
< 20+ 1L |L2|)(1 + |Lal)

_8
_2,

siempre que 0 < [x —a| <6,y 0 < |x — a| < ;. Junto con (A.4) y (A.5), esto nos dice que,
para 6 = min{d,, &5, 3}, si 0 < |x — a| < &, entonces

|/ ()8 (x) = LiLo| < |f(x) = Lullg(x) | + | Lillg(x) — Lo

<£4f
— =g,
2

N,

lo que demuestra (iii).
(iv) Primero demostramos que

1 1

im X
xX—=a g(x) L2

P

para L, # 0. Note que en este caso debemos demostrar que podemos hacer |ﬁ — Lll tan
pequenio como se desee. Tenemos

L1

1 Ly — g(x)
gx) Lo

. A8
Lrg(x) ( )
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Por supuesto, dado que !gral g(x) = L,, podemos hacer que el numerador de la fraccion del

lado derecho sea tan pequeno como se desee. Sin embargo, también debemos considerar lo
que sucede con el denominador. Recuerde que, dado cualquier €, > 0, hay un 6, > 0 tal que

|g(x) — Ly| < &3, siempre que 0 < |x —a| < ;.

Lo|
esto indica que

En particular, para &, = |2 ,

1600 — Ll < 21

Note que, por la desigualdad del triangulo, ahora podemos decir que

[Lal= 12 = 8 + 8] < 1L~ 8001+ 8@ <12+ lgco).

Lo|

Si restamos IT de ambos lados ahora nos da

|2|

—— <lgM)l,

) 2 1
asi que — > .
Lol |g(x0)|

A partir de (A.8), ahora tenemos que, para 0 < [x — a| < &y,

1
g(x) Lz

|L2 - g(x)| < 2|L; — g(x)|

A9
| Lag(v) | L3 (A9

Ademas, dado cualquier € > 0, hay un 63 > 0 para el que

LZ
L, — gx)| < — 7 , siempre que 0 < |x — a|< 8s.

A partir de (A.9), ahora tenemos que para § = min{d», 43},

‘ 1 2|Ly — 8(x)|
< e
8 Lz L3

siempre que 0 < |x — a| < 6, como se deseaba. Ahora hemos establecido que

1 1

lim =—
wagx) Lo
A partir de (iii), ahora tenemos que

NASY
I~ [f (x)—] [im £ [!}E%@

( 1 > L,
=1, ==
L, L,
lo que demuestra la ultima parte del teorema. m

El siguiente resultado aparecié como teorema 3.3 en la seccion 1.3.
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TEOREMA A.2

Suponga que !{1_{16} f(x) = Ly n es cualquier entero positivo. Entonces,
lim V700 = {/lim /0 = VI,

Donde, para n par, asumimos que L > 0.

DEMOSTRACION

(i) Primero damos la demostracion para el caso donde L > 0. Puesto que kl_r}(} f(x) =L, sa-
bemos que, dado cualquier £; > 0, hay un 6; > 0, de modo que

lf(x) — L| < €, siempre que 0 < |x — a| < d;.

Para demostrar que !}_1}1; Vf(x) = /L, necesitamos demostrar que, dado cualquier £ > 0,
hay un 6 > 0 tal que

|W— \"FL| <eg, siempreque 0 < |x —a| <o
Observe que esto es equivalente a tener
VL — e </fx) < VL +¢.
Abhora, si elevamos todos los lados a la enésima potencia, tenemos
(VL — &) <f(x) < (VL + &)".
Al restar L de todos los términos, resulta
(VL —¢)'—L<f(x) —L<(VL+¢)"—L.

Dado que ¢ se considera pequefo, ahora asumimos que £ < VL. Observe que en este caso,
0< VL —e<VL.Seae; =min{(VL + &) — L, L — (VL — £)"} > 0. Entonces, como
ylrdl f(x) = L, sabemos que hay un 6 > 0, tal que

—e; < f(x) — L < ¢, siempre que 0 < |x — a| < 4.
Entonces, se sigue que
(VL -¢)'—-L<—¢e <f(x)—L<e; <(VL+¢)—L,

siempre que 0 < |x — a| < . Al revertir la secuencia de pasos anterior obtenemos !{1_1}1(11 Vf(x)
= /L, como se deseaba.

(i) Si L < 0y n es impar y ki_r}r}f(x) = L < 0, entonces

lim [-f(x)] = —L > 0.
Entonces se deduce de la parte (i) que
~lim V) = lim /=) = Y=L = VL.
de donde se sigue el resultado.

(iii) Si L =0y n es impary }Ci_r)ralf(x) = L =0, entonces tenemos que dado un &; > 0, hay un
6 > 0 para el que

[f(x)| < &1, siempre que 0 < |x — a| < 6.

Entonces se sigue que |v/f(x) — 0| = |v/f(0)| = v/1f(0)| <

siy solo si |[f(x)| < &". Si tomamos & = £" nos da este resultado siempre que 0 < [x —a| < 45.m
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El siguiente resultado aparecio en la seccion 1.3, como teorema 3.5.

TEOREMA A.3 (Teorema del sandwich)
Suponga que
J(x) < g(x) < hx), (A.10)
para toda x en algun intervalo (c, d), excepto posiblemente en el punto a € (¢, d) y que
lim f(x) = lim h(v) = L,
para algun numero L. Entonces, se sigue que

161_1)1‘} g(x) =L, también.

DEMOSTRACION

Para demostrar que !VI_I)I;I g(x) = L, debemos demostrar que, dado cualquier € > 0, hay un 6 >
0, tal que

lg(x) — L| < &, siempre que 0 < |[x —a| < 6.
Puesto que lxllg f(x) = L, tenemos que, dado cualquier £ > 0, hay un §; > 0, tal que
[f(x) = L| < ¢, siempre que 0 < |x —al < 6.

Del mismo modo, como 561_13 h(x) = L, tenemos que, dado cualquier € > 0, hay un 6, > 0, tal
que

|h(x) — L| < &, siempre que 0 < |x — a| < &,.

Abhora elija 6 = min{dy, 6,}. Entonces, si 0 < [x —a| < 6, se sigue que 0 < |x —a| < 5;y0 <
|x —a| < &,, de modo que

fx)-Ll<e y |hx)-L|<e.
En forma equivalente, podemos decir que
L-e<f(x)<L+e y L-e<hlx)<L+e. (A.11)
Ahora se deduce de (A.10) y (A.11) que si 0 < |x — a| < 8, entonces
L-e<f(x)<gx)<h(x)<L+e,
lo que nos da
L-e<gx)<L+e¢

o |g(x) — L| < ey se sigue que Llllal g(x) = L, como se deseaba. m

El siguiente resultado aparecié como teorema 4.3 en la seccion 1.4.

TEOREMA A4

Suponga que }Ln(} g(x) = Ly fes continua en L. Entonces,

1fm £(g(x) = (lim g(x)) = £(L).

DEMOSTRACION

Para probar el resultado, debemos demostrar que, dado cualquier numero & > 0, hay un
numero 6 > 0 para el cual

lf(g(x)) —f(L)| < &, siempre que 0 < |x —a| < 6.
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Como f'es continua en L, sabemos que linLl f(t) =f(L). En consecuencia, dado cualquier &
> 0, hay un §; > 0 para el cual ~

[f(t) — f(L)| < &, siempre que 0 < |t — L| < §.

Ademas, como llgr‘} g(x) = L, podemos hacer que g(x) esté tan cerca de L como se desee

simplemente haciendo que x este suficientemente cerca de a. En particular, debe haber
un § > 0, para el cual |g(x) — L| < &, siempre que 0 < |x — a| < 6. Ahora se sigue que, si
0 < |x — a| < 6, entonces |g(x) — L| < §;, de modo que

[f(g() —fL)] <,

como se deseaba. m

El siguiente resultado aparecié como teorema 5.1 en la seccion 1.5.

TEOREMA A.5

Para cualquier namero racional # > 0,

Donde, para el caso en el que x — —oo, asumimos que 7 = %, y g es impar.

DEMOSTRACION

. L1 .
Primero probamos que lim 7= 0. Para hacerlo, debemos demostrar que, dado cualquier &
X—00

1
> 0, hay una M > 0 para la cual ‘—, - 0‘ < g, siempre que x > M. Dado que x — oo, podemos
X

tomar x como positiva, de modo que

1 1
— 0‘ = <eEg,
X X
: 1 1/t
que es equlvalente a —<e&
X
1
o — <X

. . . . 1
Tenga en cuenta que si consideramos que M es cualquier nimero mayor que o tendremos

1 .
—— 0‘ < g, siempre que x > M, como se deseaba.
X

L1 .
Para el caso en que Xl_l)r_noo 7= 0, debemos demostrar que, dado cualquier € > 0, hay una

1 .
N < 0 para la cual |- - 0‘ < g, siempre que x < N. Dado que x —» —oo, podemos tomar x
X

como negativa, de modo que

1 1
— 0‘ =7 <6&
x By
: 1 1/t
que es equivalente a o <e
X
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ya que x < 0. Al multiplicar ambos lados de la desigualdad por —1, obtenemos

—1 >
— X.
81/[

. , 1 1
Tenga en cuenta que si tomamos a N como un numero menor que —— tendremos — - O’ <eg,
£ X

siempre que x < /N, como se deseaba. m

En la seccion 2.10 presentamos el teorema de Rolle (teorema 10.1), pero solo dimos una
idea grafica de la demostracion. Ahora, con la adicion del teorema del valor extremo, pode-
mos ofrecer una demostracién completa de este resultado.

TEOREMA A.6 (Teorema de Rolle)

Suponga que f'es continua en el intervalo [a, b], diferenciable en el intervalo (a, b) y
que f(a) = f(b). Entonces hay un numero ¢ € (a, b) tal que /'(c) = 0.

DEMOSTRACION

Hay tres casos a considerar aqui.

(i) Sif(x) es constante en [a, b], entonces f”(x) = 0 en todo (a, b).

(ii) Suponga que f(x) < f(a), para alguna x € (a, b). Como f'es continua en [a, b], segiin
el teorema del valor extremo (teorema 3.1 en la seccidon 3.3) tenemos que f'alcanza un
minimo absoluto en [a, b]. Como f(x) < f(a) =f(b), para alguna x € (a, b), el minimo
absoluto se produce en algun punto ¢ € (a, b). Luego, segin el teorema de Fermat
(teorema 3.2 en la seccion 3.3), ¢ debe ser un numero critico de f. Finalmente, como f°
es diferenciable en (a, b), debemos tener f”(¢) = 0.

(iii) Del mismo modo, suponga que f(x) > f(a), para alguna x € (a, b). Entonces, al igual
que en (ii), por el teorema del valor extremo tenemos que falcanza un maximo absolu-
to en [a, b]. Como f(x) > f(a) = f(b), para alguna x € (a, b), el maximo absoluto
ocurre en algin punto ¢ € (a, b). Entonces, segtn el teorema de Fermat, debemos te-
nerf'(¢c)=0.m

En la seccion 3.2 demostramos la regla de I’'Hopital solo para un caso especial. Aqui

., 0 . . Lo
presentamos una demostracion general para el caso o Primero, necesitamos la siguiente
generalizacion del teorema del valor medio.

TEOREMA A.7 (Teorema del valor medio generalizado)

Suponga que /'y g son continuas en el intervalo [a, b] y diferenciables en el intervalo
(a, b), y que g'(x) # 0 para toda x en (a, b). Entonces, hay un numero z € (a, b), tal
que

Jb) ~fa) _f@
gb) —gla) g'@

Tenga en cuenta que el teorema del valor medio (teorema 10.4 en la seccidon 2.10) es
simplemente el caso especial del teorema A.7 donde g(x) = x.

DEMOSTRACION

Primero, observe que dado que g'(x) # 0, para toda x en (a, b), debemos tener que g(b) —
g(a) # 0. Esto se deduce del teorema de Rolle (teorema A.6), dado que si g(a) = g(b),
habria algiin numero ¢ € (a, b) para el cual g'(c) = 0. Ahora, defina

h(x) = [f(b) - f(@)]g(x) - [g(b) — g(@)]f (x).
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Note que % es continua en [a, b] y diferenciable en (a, b), ya que tanto f como g son conti-
nuas en [a, b] y diferenciables en (a, b). Ademas, tenemos

ha) = [f(b) - f(@)]g(a) — [g(D) — g(@)]f(a)
= f(b)g(a) — g(b)f(a)

y h(b) = [f(b) — f(@)]g(b) — [g(b) — g(a)]f (D)
= g(a)f(b) — f(a)g(D),

de modo que /#(a) = h(b). En vista de esto, el teorema de Rolle dice que debe haber un
numero z € (a, b) para el cual

0="nr(2)=[f(b) - f(@)]g'(z) — [8(D) — g(@)]f'(2)

fb) ~f@ _f@)
gb) - 8@ gQ)

como se deseaba. m

., T A 0
Ahora podemos dar una demostracion general de la regla de I’'Hopital para el caso o

e 0 7
La demostracion del caso =5 puede encontrar en un texto mas avanzado.

TEOREMA A.8 (Regla de I'Hopital)

Suponga que /'y g son diferenciables en el intervalo (a, b), excepto posiblemente en
algun punto fijo ¢ € (a, b) y que g'(x) # 0, en (a, b), excepto posiblemente enx=c.
/')

¢ g'(x) =1L

Suponga ademas que hm fE ; tiene la forma 1ndeterm1nada o> o Y que hm
(0 +0). Entonces,

LCO B )
im =1lim .
egly) o eg'(x)

DEMOSTRACION
<Caso g) En este caso, tenemos que L@f(x) = LI_I)ILI g(x) = 0. Defina
Fv) = fx) si.x¢c y Gl = g(x) si.x¢c'
0 six=c 0 six=c
Observe que &131 Fx) = &1513 fx)=0=F(c)
y lim G(x) = lim g(x) = 0 = G(0),

de modo que tanto F como G son continuas en todo (a, b). Ademas, observe que para x # c,
F'(x)=f'(x)y G'(x) = g'(x)y, por consiguiente, tanto F como G son diferenciables en cada
uno de los intervalos (a, ¢) y (¢, b). Primero consideramos el intervalo (¢, ). Observe que
Fy G son continuos en [c, b] y diferenciables en (c, b) y, por lo tanto, segun el teorema del
valor medio generalizado, para cualquier x € (¢, b), tenemos que hay algun nimero z, con
¢ < z < x, para el cual

F() _ F) = F©) _ F&) _f()
G@ GW-Go G g
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donde hemos usado el hecho de que F(c) = G(c¢) = 0. Note que conforme x — ¢, z = ¢*
también, ya que ¢ < z < x. Al tomar el limite cuando x — ¢*, ahora tenemos

m /¥ = lim @ = lim r@_
x—=ct g(x) z—ct G,(Z) 7=c* g(Z)

f&x)

8 =L

De manera similar, al enfocarnos en el intervalo (a, ¢), podemos demostrar que hm

f®

lo que demuestra que hm e

= L (ya que los dos limites laterales coinciden). m

El siguiente teorema corresponde al teorema 6.1 en la seccion 8.6.

TEOREMA A.9

o0
Dada cualquier serie de potencias, z bi(x — ¢)%, existen exactamente tres posibilida-
des: k=0

(i) la serie converge para toda x € (—co, ) y el radio de convergencia es r = co
(ii) la serie converge solo para x = ¢ (y diverge para todos los demas valores de x) y
el radio de convergencia es 7 = 0; o
(iii) la serie converge para x € (c—r, ¢ + r) y diverge parax < c—ryparax > c+ 1,
para algiin numero r con 0 < 7 < o0.

Para probar el teorema A.9, primero presentamos y demostramos dos resultados mas
simples.

TEOREMA A.10

(i) Sila serie de potencias Z bx* converge para x = a # 0, entonces también con-
k=0
verge para toda x con |x| < |a].
00
(ii) Sila serie de potencias Z bix* diverge para x = d, entonces también diverge pa-

=0
ra toda x con |x| > |d|.

DEMOSTRACION

0
(i) Suponga que Zbkak converge. Entonces, segun el teorema 2.2 de la seccion 8.2,
k=0
]}im bid® = 0. Para que esto ocurra, debemos ser capaces de hacer |bkak| tan pequeflo como
— 00
se desee, simplemente haciendo que & sea suficientemente grande. En particular, debe haber
un numero N > 0, tal que |bkak| < 1, para toda k > N. Entonces, para k > N, debemos tener

Xk
”k“k(ﬁ

[e0]
k
Si |x| < |al, entonces || < 1y, por lo tanto, ). |2| es una serie geométrica convergente.
k=0
Luego, a partir de la prueba de la comparacién (teorema 3.3 en la seccion 8.3), se sigue que

k
X

a

= b5 <

a

| b | =

o0 o0
Y| bix*| converge y, por lo tanto, ) byx* converge absolutamente.
k=0 k=0
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(ii) Suponga que Zbkd" diverge. Observe que si x es cualquier numero con |x| > |d|,

o k=0 <
entonces Z bix* debe divergir, ya que si convergiera, tendriamos por la parte (i) que 2 bid"
k=0 k=0

también convergeria, lo que contradice nuestro supuesto. m

Enseguida, enunciamos y demostramos una versiéon un poco mas sencilla del teore-
ma A.9.

TEOREMA A.11

o0
Dada cualquier serie de potencias, Z bex*, existen exactamente tres posibilidades:
k=0
(i) la serie converge para toda x € (—oo, 00) y el radio de convergencia es r = oo;
(ii) la serie converge solo para x = 0 (y diverge para todos los demas valores de x) y
el radio de convergencia es r = 0; o
(iii) la serie converge para x € (—r, r) y diverge para x < —ry x > r, para algin nume-
rorcon 0 <r< oo.

DEMOSTRACION

Si ni (i) ni (ii) son verdaderos, entonces debe haber numeros distintos de cero a y d, tales
que la serie converja para x = a y diverja para x = d. A partir del teorema A.10, observe que

00

Z bix* diverge para todos los valores de x con |x| > |d|. Defina el conjunto S como el con-
k=0
junto de todos los valores de x para los que la serie converge. Como la serie converge para x
= a, S no esta vacio. Ademas, |d| es un limite superior en S, ya que la serie diverge para to-
dos los valores de x con |x| > |d|. Por el axioma de completez (vea la seccion 8.1), S debe

o0

tener un limite inferior r. Entonces, si |x| > r, entonces Zbkxk diverge. Ademas, si |x| < r,
=0

entonces |x| no es un limite superior para S'y debe haber un nimero ¢ en S con |x| < . Como

tes, Z byt* converge y, por el teorema A.10, Z bix* converge dado que |x| < 7 < |7]. Esto

k=0 k=0
demuestra el resultado. m

Ahora podemos demostrar el resultado original (teorema A.9).

DEMOSTRACION (DEL TEOREMA A.9)

o0 [
Sea t = x — ¢y la serie de potencias Z bi(x — ¢)* se convierte simplemente en Z bit*. Por
=0 =0
el teorema A.11, sabemos que la serie converge para toda ¢ (es decir, para toda x) o solo
para ¢ = 0 (esto es, solo para x = ¢), o bien hay un nimero r > 0 tal que la serie converge para
|z7] < 7 (es decir, para |x — ¢| < r) y diverge para |¢| > r (esto es, para |x — ¢| > r). Esto de-
muestra el resultado original. m






